Naherungsweise Entwicklung der Temperaturverteilung
um eine DBHD 1.4 Endlager Saule mit Warmeabgabe

Gerhard Herres, 27.4.2018 — 15.12.2018

Fir eine senkrechte Sdule von Lg = 740 m Lénge und Dg = 23,0 m Durchmesser, in der zu
Beginn Q, = 2,83 MW Warme freigesetzt werden, wird die Temperaturverteilung abge-
schétzt. Die Sdule enthélt 328 Castor-Behalter mit hochradioaktivem Miill, die in 41 Ebenen
mit jeweils 8 im Kreis stehenden Behaltern angeordnet sind. Alle Castoren sind in Magnetit-
Beton eingeschlossen, welches fir eine gleichmaRige Warmeverteilung in der zylindrischen
Sdule sorgt. Der Beton hat eine Dichte von pg = 2850 kg/m3, spezifische Warmekapazitét cs =
880 J/(kg*K) und Warmeleitfahigkeit Ag = 3,44 W/(m*K).

Die Betonséule steht in Steinsalz, welches die abgegebene Warme nahezu vollstandig aufnimmt
und ableitet. Das Steinsalz hat eine Dichte von ps = 2200 kg/m3, eine spezifische Warme-
kapazitat von cs = 1200 J/(kg*K) und eine Warmeleitfahigkeit von As = 5,6 W/(m*K). Die
Sdule ist unterteilt in 16 m hohe Elemente, die durch 2 m breite Schichten aus Sand und Kies
getrennt sind. Dieses Detail wird bei der Berechnung der Warmeleitung vernachl&ssigt.

Die erhohten Temperaturen im Salz fiihren zu einer Volumenausdehnung, die sich teilweise
als eine Bodenaufwdélbung in der Nahe der Bohrung und in weiterem Abstand von der
Bohrung als sehr geringe Bodenanhebung zeigen. Die folgenden Bilder zeigen die maximale
Anhebung und den Radius der Bodenaufwdlbung, falls die gesamte VVolumenausdehnung im
Zentrum heraus quillt und eine geringere Aufwdlbung, wenn nur die Volumenerh6hung bis
zum Radius R=115 m ins Zentrum vordringt. Die tbrige Volumenerhéhung verteilt sich dann
in der gesamten Umgebung und fiihrt zu geringer Bodenanhebung.

VolumenvergroRerung gesamt und bis R=115m
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Abbildung 1: Volumenzunahme in Abhéangigkeit von der Zeit fir AVges und AV(R < 115 m)

Da sich die Warme nach 100 Jahren in einen groReren Umkreis verteilt, kiihlt das Salz inner-
halb von R=115 m wieder ab und zieht sich dort zusammen. Dadurch sinkt auch der Hugel



wieder in sich zusammen. Die immer groliere Differenz zwischen der blauen und der roten
Kurve gibt die Volumenzunahme in immer weiter von der Bohrung entfernten Bereichen
wieder, die sich dort aber nur als sehr geringe Bodenanhebung zeigt.
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Abbildung 2: Héhe und Radius eines Kugelabschnitts in Abhangigkeit von der Zeit.

Fir die Berechnung der obigen Kurven wurde angenommen, dass das Zusatzvolumen durch
die Erwérmung als Kugelabschnitt Giber dem Zentralbereich der Bohrung liegt. Die Rote
Kurve erfasst alle Volumenzunahmen bis zum Radius R = 6000 m. Nach rund 30.000 Jahren
ist ein Teil der Warme jedoch Uber diesen Bereich hinaus diffundiert und die zugehdérige
Volumenzunahme wird in der Summe nicht mehr berticksichtigt. Dadurch sind die angezeig-
ten Werte von Hohe und Radius zu spateren Zeitpunkten wieder geringer.

Die maximale Hohe des Hugel bleibt unter Hmax = 6,5 m bei einem Radius von Rmax = 185 m
falls die gesamte VVolumenerhéhung bis ins Zentrum vordringt. Das ist aber sehr unwahr-
scheinlich, denn flir grof3e Abstdnde vom Zentrum ist die Temperaturerhéhung nur weniger
als 20 K und die Duktilitat wird sich nicht stark genug erhdhen, um das Zusatzvolumen
hunderte Meter bis zum Zentrum zu druicken. Stattdessen wird sich einfach der Erdboden
leicht anheben.

Falls nur die Volumenvergrofierung bis zum Abstand von R = 115 m berlcksichtigt wird,
quillt der Hugel bis zu Hmax = 4,5 m und Rmax = 155 m an und schrumpft nach 100 Jahren
wieder. Man beachte, dass die Zeitachse logarithmisch aufgetragen ist. Der Schrumpf-
ungsprozess verlauft also wesentlich langsamer als das Anwachsen.



Bodenanhebung, falls alles am Platz bleibt
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Abbildung 3: Bodenanhebung in Abhé&ngigkeit von Radius und Zeit fir R <115 m

Das obige Bild zeigt die Bodenanhebungen, falls die jeweilige VVolumenvergroRerung in einer
Zylinderschale sich nur nach oben auspragt. Fiir Abstédnde jenseits R = 115 m sind diese
Anhebungen geringer als 2 m und erreichen erst nach mehr als 120 Jahren ihr Maximum.
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Abbildung 4: Bodenanhebung in Abhé&ngigkeit von Radius und Zeit fir 112 m <R <709 m

Bei Abstdnden R > 700 m ist die maximale Anhebung erst nach mehr als 2200 Jahren mit
weniger als 8 cm erreicht.



Fur genauere Aussagen uber Umfang und Zeitpunkt der Bodenanhebungen benétigt man
Angaben Uber die Viskositat, bzw. Duktilitat des Salzes in Abhdngigkeit von Temperatur und
Druck.

Die oben dargestellten VVolumenzunahmen folgen aus der zeitlich und rdumlich berechneten
Temperaturverteilung.

Zur Vereinfachung wird die Wérmeabgabe als ein-dimensionales Problem berechnet mit zylin-
drischer Geometrie einer unendlich langen Warmequelle. Die Randeffekte oben und unten
werden hier nicht betrachtet und fiihren bei genauerer Berechnung zu geringeren Temperatur-
steigerungen, da sich die Warme auch in Zonen ausbreiten kann, die keine zentrale Wérme-
quelle enthalten.

Die Temperaturleitfahigkeit im Beton betragt as=As/(ps*cg). Falls alle Castoren innerhalb
kurzer Zeit eingelagert werden, nimmt die Leistungsdichte der Warmequelle W(t) mit der Zeit
exponentiell ab: W (t) = W, * exp(—b - t). Mitb =4,588498491647 *1071° 1/s.

Die Differentialgleichung der Temperaturverteilung in der Betonséule lautet, mit der gemittel-
ten Leistungsdichte der Warmequelle zu Beginn der Einlagerung W, = Q,/(mt-R% - Lg) :
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Sucht man eine L6sung der homogenen DGL, so gibt es zwei Wege. Der erste Weg trennt die
DGL nach Separation der Variablen, durch einen Produktansatz fur die Temperaturfunktion.
Die Losung der homogenen Gleichung lautet dann:
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Behandelt man die gesamte Betonsaule als homogene Wéarmequelle, so kann die Besselfunktion
2. Art Yy(r) , die bei r = 0 den Wert —oo hat, fiir dieses Problem keinen Beitrag zur Lésung
leisten. Die Besselfunktionen J,(r * y,,/Rg) werden zur speziellen Losung addiert, um die
Anfangsbedingungen zu erfillen.

Tonom(r, ) = Z G €XP (B—y’”>1 (RTB ) ©)

Die Werte ym sind dabei die Nullstellen der Besselfunktion 1. Art J,(r). Die Uberlagerung der
homogenen Losung mit der speziellen Losung und die Bestimmung der Koeffizienten Cn, ist
nur erforderlich, wenn auch fur kurze Zeiten von wenigen Monaten eine exakte Lsung bendtigt
wird. Da die Exponentialfunktionen der homogenen Ldsungen diese Beitrdge sehr schnell
abklingen lassen, sind sie schon nach wenigen Jahren vernachlassigbar klein.

2 5,6 W/(m * K) 2,4048255582 ) 1
ag =5 = - : ——— =9,11665- 1078571 =
RZ ~ 2200 kg/m®-1200]/(kg*K) 11,62 m 127d

Nach 3*127 d = 381 Tagen ist der Einfluss des ersten Terms nur noch knapp 5%, nach 2 Jahren
nur noch 0,3% des Beitrag bei t = 0. Die folgenden Terme fir m > 1 klingen noch schneller ab,
da die Nullstellen bei y» = 5,520078110, y3 = 8,653727913, usw. liegen.

Eine spezielle Losung der inhomogenen DGL lautet:
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Diese Temperaturfunktion wéchst zundachst mit der Zeit nahezu linear an, um spéter expo-
nentiell abzufallen, da nach einigen hundert Jahren nur noch wenig Zerfallswarme frei wird und
die im Beton gespeicherte Warme langsam in das umgebende Salz diffundiert.

Eine zweite Temperaturfunktion muss fir das Salz gefunden werden. An der Beruhrungsstelle
beider Funktionen mussen die Anschlussbedingungen, Temperaturgleichheit und Gleichheit
der Warmestrome, erfullt werden. Wegen der zylindrischen Geometrie muss die Temperatur-
funktion des Salzes eine mit dem Radius abfallende Funktion enthalten. Hier kommt die zweite
Methode zur Lésung partieller DGL’s zum Einsatz, denn die Besselfunktionen 1. und 2. Art
haben immer die Eigenschaft, dass sie mit gréRer werdendem Radius Schwingungen zeigen.
Die zweite Methode basiert auf einem allgemeinen Reihenansatz in Potenzen von r mit
Temperatur abhéngigen Koeffizienten

oo 1 _2\"
TS,hom(r; t) = {as ' Z W (461:' t) } + Cs (5)
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Die Anschlussbedingungen bei r = Rg lauten:
1. Tg(Rgp,t) = Ts(Rp, t) 2. Qz(Rp,t) = Qs(Rp, 1)

Ausgefuhrt lautet die erste Bedingung:
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Die Gleichung des Warmestroms, der aus der Betonsdule in das Salz Ubergeht, lautet:
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Man sieht an diesen Gleichungen, dass eine einfache Gleichsetzung nicht gelingen kann, denn
die Zeitabh&ngigkeit ist zu unterschiedlich. Ein Ansatz aus dem Lehrbuch ,,Wdarme- und Stoff-
Ubertragung® von Hans-Dieter Baehr und Karl Stephan fuhrt aber weiter. Dort wird fir eine
Linienquelle mit einem analogen Funktionalansatz gerechnet, der die Diffusionsgleichung fur
eine zeitlich konstante Warmequelle erfallt. Flr den Fall einer zeitlich veréanderlichen Quell-
stirke wird eine Integration dieser Funktion (ber das Zeitintervall 0 < 7 < t erzeugt [Kap.
2.3.7.2 Punkt- und linienférmige Warmequellen, S.207ff, 7. Aufl.].



Fur eine zum Zeitpunkt t=0 freigesetzte Warmemenge Qo:

_ Qo/L r?
900 =4 P\ "t ®)
Fur zeitliche veranderliche Quellstarke ist eine Integration erforderlich:
1 =t r? drt (7)
or0 = AmAL -];zo Qo(®) exp (_ 4a(t — T)) t—1

Nimmt man vereinfachend an, dass der grofite Teil der Warme, die innerhalb einiger Jahrzehnte
freigesetzt wird, in das Salz diffundiert, so kann man die im Beton verbleibende Warmemenge
vernachldssigen und als Zeitfunktion Q(t) = Q, - exp(—=b - T) einsetzen. Damit macht man
zwei Fehler. Erstens nimmt man eine zu grolRe Warmemenge an, die auch zweitens zu schnell
in das Salz eindringt, denn die Warmeleitfahigkeit des Betons ist geringer als diejenige des
Salzes, so dass die resultierenden Temperaturen in Wirklichkeit geringer und spéter eintreten
werden. Mit dieser Vorgehensweise erhalt man also héhere Temperaturen, aus denen dann auch
groRere Volumenzunahmen folgen. Die Bodenanhebungen dirften in Wirklichkeit also
geringer ausfallen, als die folgenden Berechnungen ergeben.
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Abbildung 5: Temperaturerhdéhung in Abhéngigkeit von Radius und Zeit fir R <130 m

In obiger Grafik sind die Temperaturen in Abh&ngigkeit von der Zeit fiir verschiedene Abstande
vom Zentrum gezeigt. Direkt an der Grenze Beton/Salz bei R = 11,5 m, wird die maximale
Temperaturerhéhung mit AT = 141 K nach etwa 25 Jahren erreicht, jenseits des Abstands von
R =115 m wird es selbst nach 140 Jahren nicht mehr als 19 K wéarmer sein.



T(65m< r< 458 m,t [a])
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Abbildung 6: Temperaturerhohung in Abhé&ngigkeit von Radius und Zeit fiir 64 m <R <458 m

In Abbildung 6 sieht man, dass im Abstand von mehr als 450 m die maximale Temperatur-
erhdhung weniger als 2 K betragt und dies erst nach mehr als 1000 Jahren eintritt.

Temperatur T(r<170m; 0,14 a <t < 35,6 a)
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Abbildung 7: Temperaturerhéhung in Abhangigkeit von Radius und Zeit flr t < 36 Jahre



Im Bild 7 sieht man die Temperaturentwicklung als Funktion des Abstandes R fir verschiedene
Zeiten. Nach etwa 30 Jahren beginnt an der Grenze Beton/Salz die Temperatur wieder zu sinken
und die Wérme diffundiert zu groReren Abstédnden in das Salz hinein.

Temperatur T(r < 170m; 35,6 a<t < 564 a)
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Abbildung 8: Temperaturerhéhung in Abhéngigkeit von Radius und Zeit fir 35a <t <564 a

Bis ungeféhr 30 Jahre nach Beginn der Einlagerung steigt die Temperatur im Salz direkt an der
Grenze zur Betonséule an, danach fallt sie wieder, weil die Warme im Salz schneller weiter
geleitet wird, als neue Nachzerfallswarme aus dem Inneren nach kommt. Nach rund 560 Jahren
ist Gberall die Temperaturerhéhung geringer als 10 K. Diese Naherung macht allerdings zwei
Fehler. Erstens behandelt sie die Betonsdule mit der gleichen hohen Warmeleitfahigkeit wie
das Salz und auch die Dichte und spez. Wéarmekapazitit werden gleichgesetzt, zusammen-
gefasst in der Temperaturleitfdhigkeit a = A/pc. Dadurch kommt die Warme schneller zum
Salz als in der Realitat. Zweitens wird nicht berticksichtigt, dass sich die Wéarmequelle nicht im
Zentrum der S&ule, sondern in einem Ring zwischen 3,98 m <r < 6,78 m befindet. Der Abstand
von der Wérmequelle zur Grenze Beton/Salz ist also nur halb so weit wie in der Rechnung,
dafiir wird zu Beginn ein Teil der Wéarme ins Zentrum flieen und erst spater nach auRen zum
Salz. AuBRerdem sind die Castoren nur etwa 6,06 m lang und stehen in einem vertikalen Abstand
von 18 m. Die Wéarme wird also nur auf einem Drittel der Hohe freigesetzt und so ist die
wirkliche Wérmestromdichte lokal etwa 3 mal so hoch. Im Beton verteilt sich die Wéarme dann
radial und axial jeweils etwa 5 m bis zur Grenze zum Salz bzw. zur Trennfuge. Lokal kann
deshalb die Temperaturerh6hung etwas groler sein, als mit diesem Verfahren berechnet. Das
wird aber ausgeglichen durch die Zonen, die kihler sind in Hohe der Trennfuge. Dieser lokale
Unterschied ist auch zeitlich begrenzt, denn schon 50 Jahre nach Beginn der Einlagerung ist
selbst die Temperaturerhéhung an der Grenze Beton/ Salz unter 130 K gesunken, wie aus
Abbildung 3 zu erkennen ist. Wieder 50 Jahre spater ist die hochste Temperatur um weitere 40
K gesunken. Die Rechnung geht von der Vorstellung aus, dass alle 328 Castoren innerhalb sehr
kurzer Zeit eingelagert werden, so dass ab dem Zeitpunkt O die Nachzerfallswarme von 2,83
MW in Beton und Salz fliel3en. Das ist aber technisch nicht machbar, denn die Absenkung von
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8 Castoren und die Aufflllung mit Beton und dessen Aushértung bendétigen schatzungsweise 4
bis 6 Wochen pro Ebene. So sind also mindestens 3,2 bis 4,75 Jahre ndtig, die gesamte
Betonsdule zu erstellen. Beginnt man mit schon langer gelagerten Castoren, so ist deren
Nachzerfallswérme geringer und die folgende Temperaturerhthung ebenfalls.

Nicht berticksichtig ist auch, dass zur Erstellung der Bohrung das Gestein und das Salz gekuhlt
werden missen, denn in 3000 m Tiefe liegen Gesteinstemperaturen von 100°C vor, bei denen
Gerat und Mannschaft sicher nicht erfolgreich arbeiten kénnen. Das gekuhlte Salz wird spater
die Abbindungswarme des Betons und einen Teil der Nachzerfallswérme aufnehmen. Abhéngig
von Dauer und Umfang dieser Kihlung wird die ndhere Umgebung des Bohrlochs um einige
10 K abgekihlt werden und die entsprechende Warme spater wieder aufnehmen. Die
zugehorige Volumenausdehnung féllt dann auch geringer aus.
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Abbildung 9: Freigesetzte Warme und Wérme im Salz in Abhdngigkeit von der Zeit.

In Abbildung 9 ist zu sehen, wie viel von der freigesetzten Warme bis zum Zeitpunkt t schon
im Steinsalz zu finden ist. Zu Beginn ist noch ein betréchtlicher Anteil in der Betonsdule. Nach
etwa 100 Jahren ist in der direkten Umgebung des Betons die Temperatur schon wieder gesun-
ken und der groRte Teil der Warme in weitem Abstand vom Zentrum. Nach etwa 400 Jahren
kommt nur noch wenig Nachzerfallswédrme dazu und das Maximum ist fast erreicht,
gekennzeichnet durch die horizontale orange Linie. Die maximale Warmemenge ergibt sich
durch die Integration

2,83 MW
—b

2,83 MW *s
4,588498491647 * 1010

Qmax = f QO e Ptdt = (e -1)= = 6,17P]
0

In der Schrift VIRTUS, Virtuelles Untertagelabor im Steinsalz, S.68, ist eine Funktion fur die
lineare thermische Ausdehnung des Salzes zu finden.

a=3,025-10">+2,942-1078-T — 2,5677 - 10712 - T2 (8)



Die Einheit der Temperatur ist in der Quelle nicht angegeben. Ich setze die Temperatur in Kelvin ein.
Die Volumenausdehnung ist die dritte Potenz dieser Funktion. Die resultierende Volumenzunahme
wird auf die Anfangstemperatur T=100°C = 373,15K in 3000 m Tiefe bezogen.

AV = V- (+1,51086-107* « AT + 8,62061 - 1078 - AT?) 9)

Da die Funktion der linearen thermischen Ausdehnung etwa linear mit der Temperatur anwachst,
ist die relative Ausdehnung umso gréRer, je heilRer die Anfangstemperatur ist. Die mit der Funktion (9)
approximierte Volumenausdehnung ist also fiir den Kopf der Betonséule zu grof3, da dort die Tempe-
ratur des Steinsalzes urspringlich um 0,74 * 30 K = 22,2 K geringer ist als am FulR der Sdule. Die
Volumenzunahme ist in Abbildung 1 zu sehen.

Die maximale Volumenzunahme ergibt sich aus der Temperaturerhéhung im Salz nach langer Zeit:

AV =V - 1,51086-107*- AT = pm‘“‘ 1,51086 - 10~* - AT = 353.480 m3 (10)

-c-AT .
Diese Volumenzunahme ist in Abbildung 6 als blaue Linie zu sehen. Die rote Linie stellt die Summe
aller Volumenzunahmen dar, summiert tiber konzentrische Zylinderschalen der Lange 740 m bis zum
Radius R=115 m. Da mit zunehmender Zeit immer mehr Warme in weiter auRen liegenden
Zylinderschalen zu finden ist, ist dort auch die Volumenzunahme, die bei der Summierung nicht erfasst

wird. Diese Volumenzunahme wird sich méglicherweise nicht bis zur zentralen Betonsaule bemerkbar
machen, sondern einfach die dariiber liegenden Schichten um einige cm anheben.

Da zuerst die Salzschicht nahe an der Betonsdule warm wird, wird dort auch die Duktilitét des Salzes
zuerst erhoht. Die spatere Erwédrmung entfernterer Schichten um den zentralen Zylinder kann deshalb
leichter zur Mitte hin ausweichen. Ich nutze deshalb als Modell fiir die Volumenausdehnung des Salzes
die Vorstellung, dass sich der groBte Teil der Volumenzunahme nahe der zentralen Betonsdule ergibt.
Am Kopf der Betonsdule quillt dann das zusatzliche Salzvolumen nach oben und verschiebt eine
gedachte Halbkugel, die bis zur Erdoberflache reicht, nach aufien. Das Zentrum dieser Kugel liegt H=
2646 m unter der Erdoberflache. Ein Kugelabschnitt einer Kugel mit dem Radius R = H + h hat den
Radius a = %2/h- (2R — h) , die Hohe h und das Volumen V = mh? - (R — h/3) . Nun ist es nétig
eine kubische Gleichung zu ldsen, die h als Funktion des zusétzlichen Volumens bestimmt.

h+>HR? == =0 (11)
Mit der Substitution h =y - H/2 ergibt sich y3 — %HZ Y+ iH3 — %V =0

Die Theorie der Lésung kubischer Gleichungen (Cardano) setzt

1 3,\% 3., 2.\ 3. 1,3 3
p__E(_EH) = H und q_Z(EH) T/ TR TRV (12)
i — 2/_p3 ——H3 = ——q =—6V —_
Daraus wird p = {/—p3/27 = . und cos @ 20 T 1

Die drei reellen Losungen ergeben sich zu y; = H - cos(¢/3), y, = H - cos((¢ + 2m)/3),
y3 = H - cos((¢ —2m)/3).

Daraus folgen die Losungen der urspriinglichen Gleichung mit h; = y; — H/2.

Nur die erste Lésung ist physikalisch interessant, denn fir V =0 wird cos(¢) = —1, also
¢ = m. Dannist cos(m/3) =1/2, yr=H/2und h1=0.
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Die Anhebung ist sehr gering (einige Meter) verglichen mit der Tiefe der Oberkante der Beton-
séule (2646m). Die Abbildung 2 zeigt Hohe und Radius des Kugelabschnitts.

Abbildung 7: H6he und Radius der Bodenerhebung in Abhéngigkeit von der Zeit. Héhe(blau,
linke Skala), Radius (orange, rechte Skala), Zeit logarithmisch.

Die Verringerung von Hohe und Durchmesser des Huigels ist nach einigen hundert Jahren
mdoglich, weil die leichte Temperaturerhéhung im Abstand von mehr als 1000 m wohl eher
direkt am Ort zur Ausdehnung und geringfiigigen Anhebung fiihrt und nicht durch Verdrangung
zum Zentrum und dortiger Aufquellung den Hiigel vergroiert.
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Abbildung 10: H6he und Radius der Bodenerhebung in Abh&ngigkeit von der Zeit. Hohe
(Kreise, rechte Skala), Radius (gestrichelte Linie, linke Skala), Zeit linear.

Die relativ schnelle Anhebung im Zentrum erfolgt in den ersten 20 Jahren. Die Berechnung
geht aber davon aus, dass zum Zeitpunkt 0 die gesamte Betonséule schon gegossen ist und die
2,83 MW Wérme in das Salz flieRen. Falls die Volumenausdehnung sich nicht bis zur Boden-
oberflache auspragen soll, kénnen radiale Bohrungen oder 360 senkrechte Schlitze der Breite
0,1 m und Tiefe 14,5 m im Steinsalz Hohlrdume schaffen, die vom sich ausdehnenden Salz
innerhalb von 100 Jahren zugedriickt werden.

Mit dieser Naherungsrechnung zur Temperaturverteilung im Salz kann man nun die quasi-
stationdre Temperaturverteilung im Beton angehen.
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Temperaturverlauf

250,000
200,000
150,000
100,000

50,000

0,000

Von innen nach auf3en gibt es vier Zonen:

1. Zone Magnetit-Beton 0<r<398m=rn
2. Zone Quellzone mit 8 Castoren 3,98 m<r<6,78m=r;
3. Zone Magnetit-Beton 6,78m<r<11,5m=r3
4. Zone Salz 115m<r
Fur diese Zonen werden vier Temperaturfunktionen definiert:
T1=Tz

T2=A2*r? + B2 *In(r) + C2
T3=As*r? + Bz *In(r) + Cs
T4 = Tsalzmax = A4 *(rm(t)'r)z
Mit dieser N&herung vernachlassigt man den Warmestrom, der zu Beginn aus der Quellzone in
die erste Zone flielit. Als Folge werden die Temperaturen hoher berechnet, als sie es in
Wirklichkeit sein werden. Eine genauere Rechnung muss den Temperaturanstieg in der ersten
Zone uber ein Integralverfahren berticksichtigen. Dadurch wirde ein Teil der freigesetzten
Warme in den ersten Jahren nicht nach auf3en, sondern nach innen flieen und erst spéter, wenn
sich auch die Quellzone schon wieder leicht abkihlt, koénnte diese gespeicherte Wéarme nach
aufBen abfliel3en.
Zur Bestimmung der 9 Parameter dieser 4 Temperaturfunktionen mussen die Grenzbeding-
ungen fur Temperatur und Warmestrom an den drei Radien ry, r> und r3, die Quellstéke in Zone
2, die Quellenfreiheit in Zone 3 und die Integralbedingung in Zone 4 berlicksichtigt werden.
1T: T, =T, = A, x ¥ + By xIn(ry) +C,
1Q: Q;=0= —A,-2-mw-1ry-L-{0T,/0r}}y =—Ay-2-m1y-L-(2-A, 1+ By/7y)

> B, =-24A, 1

2T TZ = Az * rzz +Bz*ln(r2) +C2 = T3 = A3 * 7”22 +B3*ln(r2) +Cg
2Q sz _Az'Z'n'rz'L'{aTz/ar}rzz _Az'2'7'['7"2'L'(2'A2'T2+B2/7"2)
=—13'2'7'['7'2'[,'(2'143'T2+B3/T2)
Quellstarke in Zone 2: Q, = Q(t) = —Ay-2 -1y L-(2-Ay -1, — 2 Ay - 12/13)
> A, =-Q)/[Ax 4 1L (5 —1)]

Quellenfreiheitin Zone3: 43 =0  Q, = —A3 - 2mr,L - T3 /0r = — A3 - 2mr,L - (B3 /13)
2> B; =(Q,/(—A3 2mlL)
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3T T3 = Bg *ln(T3) +Cg == T4 - A4 *(Tm(t) —T'3)2
3Q: Q3=0Q2= A4 2w 13- L-{0T,/0r}3 =42 13- L-2Ay- (150(t) —13)

In einer stationdren LOosung wirden sich die Temperaturen in den Zonen 1 bis 3 nicht andern
und die gesamte freigesetzte Warme sammelt sich in Zone 4. Da die Warmefreisetzung sich nur
sehr langsam verandert, kann man flr Zeitabschnitte von einem Jahr von einer konstanten
Warmeproduktion ausgehen. In dieser Zeit erhoht sich der Energieinhalt in Zone 4 um
t, t,
f Q(t)dt = f Ay 413 L-Al(t) - (1r,(t) —r3)dt
m

=f2mrlvyﬁhﬁﬂﬂ%@%4yﬁr

3
™m

—warlmyﬁmm)M%mMWYﬁr

3

Muss noch fertig gestellt werden.
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