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Integration der Temperatur um eine Linienquelle

Gerhard Herres, 2026-06-18

In einem Bohrloch werden Behälter mit hochradioaktivem Müll, HLW genannt, versenkt.

Auf jeden Behälter der Länge 0,22 m folgen 3 gleichlange Betonzylinder. Jeder Behälter 

gibt zu Beginn eine Wärmeleistung Q0 = 4,31 W ab. Da die Wärmeabgabe auf Grund des

radioaktiven Zerfalls mit einer exponentiellen Zerfallsrate von b = 4,588*10^-10 pro

Sekunde abnimmt, klingt die Wärmeabgabe langsam ab. Nach dem Lehrbuch Wärme-

und Stoffübertragung von Baehr und Stephan kann man für eine Linienquelle eine

Temperaturfunktion in Abhängigkeit von Abstand r und Zeit t angeben.
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Mit  Q(τ)=Q0*exp(-b*τ) wird die exponentiell abnehmende Wärmeabgabe eingesetzt. 
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Eine Substitution u = t - τ   --> du = -dτ vereinfacht das Integral.
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Aus diesem Integral läßt sich der konstante Anteil Q0 * exp(-b * t) heraus ziehen. 
Die Integrationsgrenzen werden vertauscht.
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Leider gibt es für dieses Integral keine geschlossene Lösung. Für konstante Wärmeleistung gibt es 
zwar als Lösung das Exponentialintegral, welches hier aber nicht zutrifft. Folglich kann man nur 
mit einer numerischen Integration die Funktionen erhalten.

Q0 d 4.31; # W
Q0 := 4.31

L d 4$0.22 # m Länge einer Einheit = 1 HLW Behälter und 3 Abstandshalter
L := 0.88

b d 4.588e-10; #
 1 

Sekunde
 Zerfallsrate

b := 4.588 10
-10

rhod 2200; cp d 1200;  # Dichte in 
kg

m3
, spezifische Wärmekapazität in  

J

kg$K

ρ := 2200

cp := 1200

lambda d 5.4;  a d
lambda

rho$cp
; # lambda in 

 W

m$K
, a in 

m
2

s

λ := 5.4

a := 0.000002045454546

with plots :
Der Integrand lautet:
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Darstellung des Integranden
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Numerische Integration
Die Integration wird über jeweils eine 8tel Dekade der Zeit t durchgeführt, da dann vom 
Programm die Schrittweite jeweils passend gewählt werden kann.
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Ft d Int ftg, τ = 0 .. t, numeric = true ;

Ft := Int
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τ π
, τ = 0 ..t, numeric

= true

Die räumliche Auflösung beträgt ein 8tel Dekade, beginnend mit R = 0.01333 m. Der 
nächste Radius ist dann jeweils um den Faktor 10^(1/8) = 1,33352 größer. 
So kann sowohl der Bereich nahe an der Linienquelle, als auch fern davon mit geringem 
Aufwand berechnet werden.

Digits d 20 :

ListR d :
 for NR from 1 to 33 do

    R d 0.01$10

NR

8
: ListR d op ListR , R :  # Liste der Radien

    for N from 1 to 88 do
          Ftid 0 :                      #  Summe der Integralbeiträge auf  0 setzen.
          ftr d subs r = R, ft : # Integrand für den Radius r = R
         ListT d :    #   Liste der Zeitpunkte initialisieren.
         for k from 1 to N do

            T1 d 10

kK1

8
: T2 d 10

k

8
: Tg d 10

N

8
: 

             ListT d op ListT , T2 :   #   Liste aller Zeitpunkte
             #  T1 und T2 geben das Intervall der Integration an.
             # Tg ist der Zeitpunkt bis zu dem integriert wird.

            Ft d evalf subs t = Tg,
Q0$exp Kb$t

π$4$lambda$L
$int ftr, τ = T1 ..T2, numeric = true :

             # Ft sind die Beiträge zur Integration in den Zeitintervallen T1 bis T2
            Ftid FtiCFt :   # Fti ist das gesamte Integral bis zum Zeitpunkt Tg
         end do:
       Feld NR, kK1 d Fti : 
     #  print NR, kK1, Fti ;

      #  Zum Radius R = 0.01$10

NR

8
 gesammelte Temperaturwerte zu den Zeitpunkten Tg

= 10

2

8
 

bis Tg = 10

77

8

     end do:
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 end do:

with plots :
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nops ListR ; nops ListT ;
33

88

evalf 0.01 10
4/8

0.031622776601683793320

for NR from 1 to 33 do
      plotfeld NR d :
      for k from 1 to 88 do
          plotfeld NR d op plotfeld NR , ListT k , Feld NR, k :
      end do:
end do:

plotfeld 1 ;
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7/8
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0.067220490559610000156 , 100, 0.083372735621517101620 , 100 10
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1/4
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,
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5/8

,
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,
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,
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,
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,
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,
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1/8

,
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,
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1/8

,
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1/4
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,
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5/8

,
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,
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100000000 10
3/8

, 1.0189228168384690456 , 100000000 10 ,

1.0029959950131655734 , 100000000 10
5/8

, 0.97587324749489888374 ,

100000000 10
3/4

, 0.93497764084634238330 , 100000000 10
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,
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3/4
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1000000000 10
7/8
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0.034528318288986483591 , 10000000000 10
1/8
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1/4
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,

0.0029154854760110513481 , 10000000000 10
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, 0.0021626865922326186692 ,

100000000000, 0.0016090308663860519085

nops plotfeld 1 ;
88

G d :
 for NR from 1 to 33 by 1 do
 G d op G , op plotfeld NR :
 end do:

listplot G ;
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Temperaturverlauf für R = 0, 01333 m; bis  133, 3 m; 

 Schrittweiten logarithmisch,  Faktor  1, 333    Maximum bei 1, 025 K 

nach 5, 3 Jahren = 1, 65E8 Sekunden, Zeitskala linear

listplot G ;
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Temperaturverlauf für R = 0, 01333 m; bis  133, 3 m; 

 Schrittweiten logarithmisch,  Faktor  1, 333    Maximum bei 1, 025 K 

nach 5, 3 Jahren = 1, 65E8 Sekunden, Zeitskala logarithmisch

G4 d :
 for NR from 1 to 33 by 4 do
 G4 d op G4 , op plotfeld NR :
 end do:

listplot G4 ;
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Temperaturverlauf für R = 0, 01333 m; bis  133, 3 m; 

Schrittweiten logarithmisch,  Faktor  3, 1622    Maximum bei 1, 025 K 

nach 5, 3 Jahren = 1, 65E8 Sekunden, Zeitskala linear

listplot G4 ;
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Temperaturverlauf für R = 0, 01333 m; bis  133, 3 m; 

 Schrittweiten logarithmisch,  Faktor  3, 1622    Maximum bei 1, 025 K 

nach 5, 3 Jahren = 1, 65E8 Sekunden, Zeitskala linear

listplot G4 ;
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Temperaturverlauf für R = 0, 01333 m; bis  133, 3 m; 

Schrittweiten logarithmisch,  Faktor  3, 1622    Maximum bei 1, 025 K 

nach 5, 3 Jahren = 1, 65E8 Sekunden, Zeitskala logarithmisch

for k from 1 to 88 do
      plotfeldR k d :
      for NR from 1 to 33 do
          plotfeldR k d op plotfeldR k , ListR NR , Feld NR, k :
      end do:
 end do:

H d :
 for k from 8 to 64 by 4 do
 H d op H , op plotfeldR k ,  ListR 33 , 0 , 0.01336, 0 :
 end do:

listplot H ;
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Radialer Temperaturverlauf  nach t = 10s, 31.6 s, 100s, 316 s,....bis 1e8 s ,  

Abstand in m logarithmisch, Temperaturskala in K  linear

Hendd :
 for k from 64 to 88 by 4 do
 Hendd op Hend , op plotfeldR k ,  ListR 33 , 0 , 0, 0 :
 end do:

listplot Hend ;
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Radialer Temperaturverlauf  nach t = 1e8s, 3.16E8 s, 1e9s,....bis 1e11 s ,  

Abstand in m linear, Temperaturskala logarithmisch

Die 7 Linen gelten für Zeitpunkte von 1e8 s, 3,16e8 s, 1e9 s, usw. bis 1e11 s. Dabei sind die 
letzten 3 Linen sehr flach bei wenigen hunderstel bis tausendstel Grad Temperaturerhöhung.

Die Temperatur steigt anfangs nur langsam, wie an dem oberen Bild zu sehen ist. Sie erreicht 
nach 1e8 s nahe an der Linienquelle den höchsten Wert von 1,025 K


